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Houtje-touwtje wiskunde

een workshop over tensegrities

Tensegrity is een samentrekking van de engelse woorden ‘tensional’
(door trek) en ‘structural integrity’ (constructieve integriteit). De naam
geeft aan dat een tensegrity één geheel is door een evenwicht tussen
trek- en drukkrachten. De trekkrachten worden opgenomen door
touwtjes, de drukkrachten door stokjes (houtjes). Vandaar de naam
‘houtje-touwtje’ constructie. Als er ook maar €én stokje of touwtje
verwijderd wordt is de tensegrity niet langer vormvast en stort in. Dat
maakt dat het nog niet zo eenvoudig is om een tensegrity in elkaar te
zetten.

Bijzonder aan tensegrities is dat elk stokje alleen aan touwtjes vastzit,
niet aan andere stokjes. Als de touwtjes erg dun zijn in verhouding tot de
stokjes lijkt het daarom of de stokjes zweven. Buckminster Fuller (1895-
1983), de Amerikaanse ingenieur, architect, uitvinder, dichter en
bedenker van het woord ‘tensegrity’ sprak daarom over ‘eilanden van
druk in een zee van trek’.
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http://nl.wikipedia.org/wiki/Verenigde_Staten
http://nl.wikipedia.org/wiki/Uitvinder
http://nl.wikipedia.org/wiki/Dichter

Op internet zijn veel voorbeelden van tensegrities te vinden. Kijk eens

op:

- http://www.tenseqgriteit.nl/tenseqgrities.html en

http://www.tensegriteit.nl/n-wiskunde.htmi

(websites van Marcelo Pars met heel veel plaatjes van modellen en
uitleg over de bijbehorende wiskunde)
- http://www.kennethsnelson.net/

(website van Kenneth Snelson,een van de tensegrity pioniers en
ontwerper van de needle tower in het Kroller-Muller museum in Otterlo)
- http://www.intensiondesigns.com/

(een website met tensegrity modellen van onder andere de ruggegraat,
het been en het menselijk skelet. Kijk bij models.)
- http://www.tenseqrityinbiology.co.uk/

(een website over tensegrity toepassingen in de biologie. Kijk op de
pagina’s geodesic en models).

Model van ruggegraat
(intension designs)

Lamp (ArchXX)

Tensegrity oog (Marcelo Pars)

Geolastix cube (Rik Hoevers) Tafel (Onno van Dokkum)
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http://webmail.maurickcollege.nl/exchweb/bin/redir.asp?URL=http://www.tensegriteit.nl/tensegrities.html
http://webmail.maurickcollege.nl/exchweb/bin/redir.asp?URL=http://www.tensegriteit.nl/n-wiskunde.html
http://webmail.maurickcollege.nl/exchweb/bin/redir.asp?URL=http://www.kennethsnelson.net/
http://www.intensiondesigns.com/
http://www.tensegrityinbiology.co.uk/
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/f/f4/KrollerMuller_ParkSculpture4.jpg
http://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Cox_Rayner_Architects&action=edit&redlink=1
http://en.wikipedia.org/wiki/Arup
http://www.geolastix.com/media/catalog/product/cache/8/image/500x500/9df78eab33525d08d6e5fb8d27136e95/g/e/geolastix_cube.jpg

Berekening tensegrity met drie stokjes

We gaan nu het verband vastleggen tussen de lengte van de stokjes en
de verschillende touwtjes van een tensegrity met het kleinst mogelijke
aantal stokjes: drie. Om het eenvoudig te houden gaan we uit van drie
stokjes van gelijke lengte, drie touwtjes van gelijke lengte in het
grondvlak, drie touwtjes van gelijke lengte in het bovenvlak en drie
touwtjes van gelijke lengte tussen grond- en bovenviak. Omdat de
touwtjes van een vormvaste tensegrity altijd strak staan, vormen de
touwtjes in het grond- en bovenvlak gelijkzijdige driehoeken (met hoeken
van 60°). Als de touwtjes in grond- en bovenvlak dezelfde lengte hebben
zijn deze driehoeken congruent.

B3

tensegrity met congruente driehoeken in grond- en bovenvlak (a =b)

Voordat we gaan rekenen geven we de lengtes van de stokjes en
touwtjes ieder een letter en nummeren we de uiteinden van de stokjes.
Al, A2 en A3 zijn de uiteinden van de stokjes in het grondvlak, B1, B2 en
B3 in het bovenvlak. Ook geven we enkele handige hulpgrootheden aan.
Voor de duidelijkheid zijn de letters en nummers hierna ook in een
bovenaanzicht aangegeven.
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Bovenaanzicht tensegrity met Bovenaanzicht met hulpgrootheden
gelikvormige driehoeken (a = b) r,,r,en ¢

s = de lengte van de stokjes
a = de lengte van een touwtje in het grondvilak van de tensegrity

(is gelijk aan de zijde van de gelijkzijdige driehoek in het grondvlak).
r,= de straal van de omgeschreven cirkel van de gelijkzijdige driehoek in

het grondvlak
b = de lengte van een touwtje in het bovenvilak
(is gelijk aan de zijde van gelijkzijdige driehoek in het bovenvlak).
r, = de straal van de omgeschreven cirkel van de gelijkzijdige driehoek in

het bovenvlak:

c = de lengte van een touwtje dat de onderkant van het ene stokje
verbindt met de bovenkant van het andere stokje, bijvoorbeeld
tussen Al en B1.

z = de hoogte van de tensegrity, d.w.z. de afstand tussen onder- en
bovenvlak.

¢ = de bij de zijden van de gelijkzijdige driehoeken behorende

middelpuntshoek: ¢ =360°/3 =120°

De vraag is nu: Als je een waarde kiest voor a, b en s, hoe moet je
dan c kiezen zodat de tensegrity vormvast is?

We willen dus weten hoe de twee driehoeken A1 A2 A3 (grondvlak) en
B1 B2 B3 (bovenvlak) liggen ten opzichte van elkaar. Let wel: Als je de
bovendriehoek draait ten opzichte van de gronddriehoek verandert de
lengte ¢ doordat de geprojecteerde lengte c' verandert én de hoogte z
van de tensegrity. Het touwtje met lengte c zal alleen strak blijven staan
als het precies even lang is als de kortst mogelijke afstand c,,,tussen Al

en B1 (of A2 en B2). De touwtjeslengte ¢ moet je dus minimaliseren.
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Minimaliseren van de touwtjeslengte c

Verdraaiing van bovenviak ten Verdraaiing van bovenviak
opzichte van ondervlak resulterend inc;,

De verdraaiing van het bovenvlak ten opzichte van het ondervlak kun je
aangeven met de draaihoek &, of met de x- en y -codrdinaten van punt

B2', ten opzichte van het punt A2. In de uitgangspositie (€ =0) ligt straal

MB1' op straal MAL1. De stokjes staan dan al scheef (zie bijvoorbeeld
stokje A1B2).

We gebruiken eerst de x- en y -codérdinaten.

Met behulp van Pythagoras en de figuren hierboven kun je het volgende
stelsel vergelijkingen opstellen:

2 2 2 2
s“=(@+Xx)°+y“+z (1)
c’=x*+y*+2°
Hieruit volgt: c® =s® —a® —2ax (2)

Let op: x is positief als B2' rechts van A2 ligt, negatief alsB2' links van
A2 ligt.

Nu kun je uit de bovenstaande vergelijking aflezen dat hoe groter x, hoe
kleiner ¢ zal zijn. Dus: ¢?,, =s®*-a®—2ax__, (3)

min

In de rechter figuur is te zien dat x maximaal is als B2’ zover om M draait
dat lijnstuk MB2' evenwijdig is aan lijnstuk A1 A2.

Danis: X, =l, —3a 4)
Vergelijking (3) en (4) geven samen:
ck, =s’-a’-2a(r, —ia)=s’-2ar, (5)
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Omdat sin($ @) =sin(60°) =1al/r, =1ib/r, (6)
kan dit ook geschreven worden als:

¢l =s"— ﬁ:oo) of c2 =s”—4rr, sin(60°) (7)

En zo ligt met de laatste vergelijking de verhouding tussen de vier
lengtes a, b, c,,en s vast.

Opdracht 1
Neem aan: a =10cm, b =10cmen s =25 cm. Bereken c,,,,.

Opdracht 2
Neem aan: s =25cm,en a=b=c.Berekena, benc,,.

Opdracht 3
Bereken a, b en c_ als gegeven is dat

s =25 cm, verhouding b_ en verhouding °_
a a

Opdracht 4
Maak de tensegrity die je in opdracht 3 berekend hebt (laat eerst je

berekening controleren).

Montage handleiding

Knip de touwtjes 5 cm langer dan de berekende lengte.
Maak met een scherpe vouw ‘zoompjes’ van £ 2,5 cm in
de uiteinden van de touwtjes, zo dat de lengte tussen de
vouwen gelijk is aan de berekende lengte.

Schuif een knijpkraaltje over het ‘zoompje’. Gebruik het
ijsstokje om de knijpkraal op een vaste afstand van het
uiteinde van de lus te krijgen. Knijp het kraaltje daarna
dicht met een platbektang

Maak de (a- en b-)touwtjes van de driehoeken in het grond- en bovenvlak vast aan de
spijkertjes in de uiteinden van de stokjes. Maak met elastiekjes de verbindingen tussen
onder- en bovenvlak. Vervang tot slot deze elastiekjes door de c-touwtjes.
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Hoogte van de tensegrity

We definiéren nu:
- Z is de hoogte van een niet-vormvaste tensegrity met touwtjeslengte ¢
- z,is de hoogte van de vormvaste tensegrity met touwtjeslengte c_...

De hoogte z, kan het eenvoudigst berekend worden als functie van 6,, de
draaihoek waarbij c gelijk is aan c, .

Omdat lijnstuk M B2’ evenwijdig is
aan lijnstuk A1 A2 geldt:

6, = ZA1 A2 M (Z-hoeken)

Verder geldt:

ZA1A2 M=1(180° - ¢)
(hoekensom gelijkbenige driehoek)
En dus is:

6,=90° ~1p=30° (®)

Opdracht 5
Ga na dat geldt: x., =1, —r,cos30° eny, =r,sin30°

Laat zien dat hieruit met (1) volgt:

2> =c? —r2—r2+2rr cos30° (9)

Opdracht 6
Neem aan: r, =10+/3 cm, r, =10 cm en s = 25 cm. Bereken c;,en z,.
Wat is je conclusie?

Opdracht 7
Neem aan: r, =10~/3 cm, r, =10 cm. Bereken de minimale stokjeslengte
die je nodig hebt om een fysisch mogelijke tensegrity te maken.
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Minimaliseren van de touwtjeslengte met behulp van de draaihoek

I '
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Om aan te tonen dat de draaihoeké,, waarbij c gelijk isaan c,.,
inderdaad gelijk is aan 30°gaan we de touwtjeslengte ¢ schrijven als

functie van de draaihoek 6.

Er geldt (zie rechter figuur): x =|N,P2| [N, A2| =1, sin(6 + 1 ¢) -, sin(2 ¢)

Hieruit volgt met (2):

c?=s?_3g%2_2ax=s2-a%2— 2a(rb sin(@+1p)—r,sin(z go))

Opdracht 8:

Laat met behulp van differentiéren (naaré) van c” zien dat de grootte
van @ waarvoor c®>minimaal is (en dus ook ¢ minimaal is) gelijk is aan
17 (dus 30°), de grootte van @ waarvoor ¢’ maximaal is gelijk is aan 11
(dus 210°). Opmerking: de afgeleide van de sinus is alleen gelijk aan de cosinus

als gerekend wordt in radialen.
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Uitbreiding naar tensegrities met meer stokjes

De beschreven aanpak voor een tensegrity met
3 stokjes kan eenvoudig gegeneraliseerd
worden voor tensegrities met n stokjes. Als n >
4 is het niet meer noodzakelijk dat een stok de
verbinding vorm tussen hoekpuntA.in het

ondervlak, en hoekpunt B, , in het bovenvlak.

De stok kan ook een of meer hoekpunten
overslaan, en de verbinding vormen tussen
hoekpunt A en hoekpunt B,,, met v een geheel

getalen v > 1.

Tensegrity met 5
stokjesenv =2

‘ . IB1+V'
/..4-cmin’
yt !

) yt

P1+v

,/A1+\£,'xrnax

Tensegrity met 3 stokjes.

©=360°/3=120°
6, =90° -1 =90° - 60° = 30°
Criin = SZ - 4'rarb Sin(% @)

—s?—4r,r, sin(60°)

Tensegrity met n stokjes.

»=360°/n
6, =90° —1vp =90° -180°-v/n
c2, =s?—4rr, sin(ve)

=s?—4rr, sin(180° v/ n)

a=2r,sin(1p)
b = 2r, sin( )

2

2zl =c’, —

min

r2—r2 +2r,r, cosé,

Opdracht 9

Laat zien hoe (1) tot en met (5) veranderen voor een tensegrity met n
stokjes, waarbij v hoekpunten worden overgeslagen.

10
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Voor een uitwerking van de opdrachten kunt U contact opnemen met
Mascha Klerx. E-mail: mascha@maschaklerx.com

In de workshop gebruikte materialen:
- metselkoord 1,2 mm (0.a. te koop bij Gamma, kan verschillende
kleuren hebben)
- knijpkralen £ 4mm (M00064, besteld op internet bij Sayila)
- grenen stokjes, lengte 25 cm, doorsnede 9 mm
- draadnagels in kopse einden (lengte 25 mm, doorsnede 1,5 mm)
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